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Wstep

Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest analiza mozliwos$ci naturalnej immunizacji
portfela zaktadu ubezpieczen na zycie w warunkach zmieniajacej si¢ Smiertelnosci
ubezpieczonych. Ryzyka $miertelnosci i dtugowiecznosci sg jednymi z podstawowych ryzyk,
z jakimi spotyka si¢ zaktad ubezpieczen na zycie, prowadzac swoja dziatalnos¢. O ile ryzyko
Smiertelnosci, polegajace na tym, ze faktyczna $miertelno$¢ ubezpieczonych rozni si¢ od
wartosci oczekiwanej z powodow losowych, moze by¢ w duzej mierze ograniczone poprzez
zapewnienie odpowiednio duzego i zréznicowanego portfela ubezpieczonych, o tyle ryzyko
dlugowiecznos$ci, ktorego istota polega na trwalych zmianach oczekiwanej $miertelnosci
w przysztosci, dotyka zwykle w podobny sposob calego portfela ubezpieczonych. Zjawisko
rozwijajacej si¢ dlugowiecznos$ci dobrze ilustruje fakt, Zze zgodnie z tablicami trwania zycia dla
Polski publikowanymi przez Gtowny Urzad Statystyczny w okresie 27 lat od 1990 roku do
2016 roku przecictne trwanie zycia w Polsce wydtuzylto si¢ o ok. 12% (z 66 do 74 lat) dla
mezczyzn i 9% (z 75 do 82 lat) dla kobiet!. Zmiany te s3 jeszcze wicksze w przypadku analizy
osOb starszych, np. przecigtne dalsze trwanie zycia mezczyzny 60-letniego wydtuzylo sig
026% (z 15 do 19 lat), za$ kobiety 60-letniej 0 23% (z 20 do 24 lat)2. W przypadku
dhugoterminowych produktéw sprzedawanych przez zaklady ubezpieczen na zycie ryzyko
zwigzane ze zmianami umieralnosci ubezpieczonych moze wigc by¢ istotne.

Problem =zabezpieczania si¢ zakladow ubezpieczeh na zycie przed ryzykiem
dlugowiecznosci dotyka w gldéwnej mierze produktéw rentowych, czyli takich, w ktorych
towarzystwo ubezpieczeniowe zobowigzuje si¢ wyptacac ubezpieczonemu okreslong regularng
ptatno$é do momentu $mierci. Swiadczenia rentowe kalkulowane sa w oparciu o ustalone
zatozenia demograficzne i istotne odchylenie faktycznej $miertelnosci od zatozen moze
przektada¢ si¢ na powazne straty zakladu ubezpieczen. Obecnie w Polsce udzial produktow
rentowych w ofercie zaktadow ubezpieczen na zycie jest bardzo maty 1 w zwiagzku z tym
problem zabezpieczania si¢ przed ryzykiem dlugowieczno$ci nie jest wlasciwie obecny
W biezacej dziatalno$ci polskich towarzystw ubezpieczeniowych. Znacznie wigksza ekspozycje
na to ryzyko wykazuja zaktady ubezpieczen w wielu krajach Europy Zachodniej czy Stanach
Zjednoczonych, gdzie czesto oferujg one komplementarny wobec publicznego prywatny
system zabezpieczenia emerytalnego. Niemniej jednak jest to problem, ktory zwlaszcza

W ostatnich latach jawi si¢ jako wyzwanie dla systemow emerytalnych.

! Dane na podstawie tablic trwania Zycia publikowanych przez Gtowny Urzad Statystyczny w Polsce na stronie:
http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ludnosc/trwanie-zycia/trwanie-zycia-tablice,1,1.html.
2 |bidem



W literaturze poswieconej zagadnieniu zabezpieczenia portfela ubezpieczeniowego
przed ryzykiem dtugowiecznosci spotka¢ mozna rézne podejécia do problemu. Jednym z nich
jest szukanie odpowiednich instrumentdw zabezpieczajacych na rynkach finansowych, takich
jak specjalne typy obligacji (longevity bonds) czy swapow (longevity swaps)?, ktorych wyplaty
uzaleznione sg od indeksu $miertelnosci. Jest to dobry sposob zabezpieczenia dla towarzystwa
ubezpieczeniowego, niemniej jednak wigze si¢ on z istotnymi kosztami zakupienia
odpowiednich instrumentow, nie gwarantuje rowniez, ze instrumenty beda odpowiednio
dopasowane do konkretnego portfela zaktadu ubezpieczen. Drugim sposobem zabezpieczenia
jest budowa modeli stuzacych do prognozowana przysztych wskaznikoéw umieralnosci i oparcie
na nich wyceny produktéw ubezpieczeniowych. Szczegdlnie popularne sg model Lee-Cartera
(LC)* oraz model stochastyczny Cairnsa-Blake’a-Dowda (CBD)®. Za pomocg takich modeli
zaklady ubezpieczen sa w stanie lepiej estymowal przyszte wyplaty i dzieki temu nieco
zmniejszy¢ ryzyko. Niemniej jednak zarowno estymacja jak i prognoza na podstawie tych
modeli obarczone s3 bledami, przez co empiryczna realizacja wskaznikow $miertelnosci
W przysztosci moze istotnie odbiega¢ od prognozowanej i ryzyko na jakie narazony jest zaktad
ubezpieczen nie jest w petni zabezpieczone. Trzecim wreszcie sposobem zabezpieczenia jest
wykorzystanie naturalnej immunizacji, jaka zapewnia odpowiednia struktura portfela
ubezpieczeniowego. Rézne produkty ubezpieczeniowe w rdézny sposob reaguja na zmiany
$miertelnosci wsérdéd ubezpieczonych. W przypadku produktow ochronnych, takich jak
ubezpieczenia na zycie, spadek wskaznikéw $miertelnosci przeklada si¢ na mniejsze wyplaty,
a co za tym idzie na dodatkowy zysk dla towarzystwa ubezpieczeniowego. W przypadku
produktow rentowych jest odwrotnie: wydtuzanie dlugosci zycia ubezpieczonych powoduje, ze
swiadczenia wyptacane sg przez zaktad ubezpieczen dtuzej, co przynosi mu straty. Mozna by
wigc probowac tak dobra¢ strukture portfela, aby straty na czes$ci produktéw byty pokrywane
przez zyski na pozostatych, przez co caly portfel bedzie niewrazliwy na zmiany $miertelnosci.
Jest to jednak zagadnienie trudne, gdyz warto$¢ portfela jest determinowana przez wskazniki
Smiertelnosci, ktore sg rozne dla kazdego wieku 1 moga zmienia¢ si¢ w przysztosci w sposob

nie do konca przewidywalny, przy czym nie da si¢ przy wyznaczaniu optymalnej struktury

3 Szerzej o roznorodnych instrumentach zabezpieczajacych przed ryzykiem dlugowiecznosci — zob..: D. Blake, M.
Morales, Longevity Risk and Capital Markets: The 2014-15 Update, Journal of Risk and Insurance 84, s. 279-297
(2017).

4Zob.: R. Lee, L. Carter, Modeling and forecasting U.S. mortality, Journal of the American Statistical Association
87, s. 659-671 (1992).

5 Zob.: AJ.G. Cairns, D. Blake, K. Dowd, A Two-Factor Model for Stochastic Mortality with Parameter
Uncertainty: Theory and Calibration, The Journal of Risk and Insurance 73, s. 687-718 (2006).
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portfela uwzgledni¢ wszystkich mozliwych scenariuszy $miertelnosci 1 konieczne sg pewne

zalozenia upraszczajace.

Tlo literaturowe

Zagadnienie naturalnej immunizacji portfela ubezpieczeniowego poprzez dobranie
odpowiedniej struktury produktéw pojawia si¢ w literaturze naukowej od niedawna. Pierwsze
tego typu opracowania zostaty opublikowane w pierwszym dziesi¢cioleciu obecnego wieku.
Na szczego6lng uwage zastugujg badania Samuela H. Coxa i Yijii Lin, ktorzy w 2007 roku
opublikowali wyniki swoich analiz potwierdzajace postawiong tez¢ badawcza, ze naturalna
immunizacja znajduje odzwierciedlenie w rzeczywistych cenach produktow oferowanych
przez zaktady ubezpieczen®. Na podstawie danych o wysokosciach sktadki jednorazowej za
dozywotnig rent¢ w momencie zakupu przez 65-letniego mezczyzne w latach 1995-1998
w réznych zakladach ubezpieczen oszacowali model ekonometryczny, ktory pokazal, ze im
wyzszy udzial ubezpieczen na zycie w portfelu tym nizsza jest cena za produkt rentowy.
Odkrycie to $wiadczylo o tym, ze naturalna immunizacja wystepuje w praktyce zakladow
ubezpieczen, nie dawato jednak odpowiedzi na pytanie w jaki sposob zaktad moze wyznaczy¢
optymalng struktur¢ portfela, ktéra pozwoli zminimalizowaé ekspozycj¢ na ryzyko
dlugowiecznosci. Odpowiedz na to pytanie uzyskali J. L. Wang, H. C. Huang, S. S. Yangi J. T.
Tsai, ktorzy w roku 2010 opublikowali wyniki swoich badan, w ktorych przedstawili koncepcje
Wyznaczenia optymalnej struktury portfela ubezpieczeniowego oparta o tzw. duracje
$miertelnosci (mortality duration)’. ldea tej koncepcji polegata na tym, aby w portfelu
sktadajagcym si¢ z dwoch produktow (jednym z nich jest ubezpieczenie na zycie a drugim renta
zyciowa) dobra¢ ich strukture w taki sposob, by duracja odpowiadajaca wrazliwosci warto$ci
portfela na zmiany intensywnos$ci umieralnosci byta rowna 0. Duracja dla poszczegolnych
produktow liczona byta w sposob przyblizony poprzez poréwnanie bazowej wartosci produktu
z warto$cig otrzymang przez przesunig¢cie wektora intensywnos$ci umieralnosci o pewng stalg.
Byto to pierwsze badanie, ktorego wyniki mogty stuzy¢ zaktadom ubezpieczen do wyznaczenia
optymalnej struktury portfela i analizy réznic pomigdzy rzeczywista a optymalna struktura.
Podejscie to byto w dalszych latach rozwijane gléwnie poprzez dodawanie do istniejacego

modelu nowych elementow takich jak stochastyczne modele $miertelnosci, modele

6Zob.: S. H. Cox, Y. Lin, Natural Hedging of Life and Annuity Mortality Risks, North American Actuarial Journal
11, s. 1-15 (2007).

7 Zob. J. L. Wang, H. C. Huang, S. S. Yang, J. T. Tsai, An Optimal Product Mix for Hedging Longevity Risk in
Life Insurance Companies: The Immunization Theory Approach, The Journal of Risk and Insurance 77, s. 473-
497 (2010).



prognozujace przyszta $miertelno$¢ (jak np. wspomniane wczesniej] modele LC 1 CBD) czy

modele stopy procentowe;.

Przedmiot rozprawy doktorskiej i hipotezy badawcze

Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest zaprezentowanie autorskiego modelu
wyznaczania optymalnej struktury portfela ubezpieczeniowego pozwalajacej na jego
zabezpieczenie przed ryzykiem dlugowieczno$ci. Model ten koncepcyjnie zblizony jest do
podejscia opartego na duracji $miertelno$ci zaproponowanego przez Wang i in. (2010), r6zni
si¢ jednak przyjetymi zatozeniami i metodami obliczeniowymi. W odréznieniu od Wang i in.
(2010) zamiast podejscia przyblizonego i obliczenia efektywnej duracji, w rozprawie
rozwinigte zostalo podejécie analityczne (wyznaczenie wzoru na optymalng strukturg portfela
poprzez analityczne obliczenie pochodnych wzgledem intensywno$ci $miertelnosci), dlatego
tez zaproponowana metoda w rozprawie doktorskiej zostata okreslona jako metoda analityczna.
Aktuarialna warto$¢ biezaca przysztych wyptat dla kazdego z produktow, czyli rowniez dla
calego portfela ubezpieczeniowego, zdefiniowana zostata jako funkcja zalezna migdzy innymi
od stopy procentowej i intensywnos$ci umieralnosci. We wszystkich obliczeniach przyjmowana
jest plaska 1 niezmienna struktura stop procentowych, intensywno$¢ umieralnosci za$
traktowana jest jako zmienna, ktora ma wptyw na warto$¢ portfela. Poniewaz tak zdefiniowana
funkcja warto$ci portfela jest zalezna od wielowymiarowej zmiennej (intensywnosci
umieralnosci dla kazdego wieku) przyjmowane jest dodatkowe zalozenie, ze relatywne zmiany
intensywnos$ci umieralno$ci sg stale niezaleznie od wieku. Innymi stowy, intensywnos¢
umieralno$ci dla osoby w wieku x i w roku kalendarzowym t zaktadana jest na poziomie
ut = k- ul, gdzie u2 to intensywnos$¢ umieralnosci osoby w wieku x obserwowana w roku,
w ktorym ma miejsce obliczenie optymalnej struktury portfela. Dzigki temu zabiegowi funkcja
wartosci portfela uzalezniona jest tylko od jednej zmiennej czyli k. Nastgpnie, poszukiwana
jest struktura portfela, dla ktorej pochodna wzgledem k jest réwna O (przy zalozeniu
poczatkowej wartosci k = 1). Glowne roznice w stosunku do podejscia Wang i in. polegaja
wigc na zalozeniu multiplikatywnych a nie addytywnych zmian intensywno$ci umieralnosci
oraz przeprowadzeniu analitycznych obliczen w miejsce symulacyjnego wyznaczania

wrazliwosci.



Podstawowe hipotezy badawcze
W rozprawie zweryfikowano nast¢pujace hipotezy badawcze:

e [stniejg mozliwosci czerpania korzysci z naturalnej immunizacji przez zaktady
ubezpieczen  poprzez  dobranie  odpowiedniej  struktury  portfela
ubezpieczeniowego, tak aby potencjalne straty z tytutu wydtuzania si¢ sredniego
trwania zycia na rentach zyciowych byly rownowazone przez zyski na polisach
ubezpieczenia na zycie.

e Metoda analityczna daje lepszy efekt zabezpieczenia przed ryzykiem
dlugowiecznos$ci niz podejscie oparte na duracji dzieki doktadniejszemu
wyznaczeniu wrazliwosci na zmiany $miertelnosci oraz przyjeciu bardziej
realistycznych zatozen (zalozenie o multiplikatywnych zmianach intensywnos$ci
umieralnosci jest bardziej uzasadnione w kontek$cie zmian tablic trwania zycia
dla Polski publikowanych przez GUS w okresie 1990-2016 od zatozenia
0 addytywnym charakterze tych zmian).

e Metoda analityczna daje zblizone efekty zabezpieczenia w poréwnaniu do
podej$cia wykorzystujacego dynamiczne tablice trwania zycia oszacowane na
podstawie modeli prognozujacych przyszta $miertelnosé¢, takich jako model

Lee-Cartera czy model CBD.

Metoda badania i wyniki

Hipotezy badawcze zostaly zweryfikowane w rozprawie doktorskiej za pomoca
symulacji wyptat z tytutu rent Zyciowych 1 ubezpieczen na zycie w roéznych scenariuszach.
Obliczenia przeprowadzono gléwnie w arkuszu kalkulacyjnym MS Excel, do cz¢sci z nich
(takich jak np. estymacja parametrow modelu LC i modelu CBD) wykorzystano pakiety
R i Gretl. W biezacym rozdziale zaprezentowane zostang gtdéwne wyniki przeprowadzonych

analiz w konteks$cie weryfikowanych hipotez badawczych.

Wystepowanie efektu zabezpieczenia przed ryzykiem dlugowiecznosci poprzez
optymalizacje struktury portfela

Aby wykaza¢ wystgpowanie efektu zabezpieczenia przed ryzykiem dlugowiecznosci
rozwazono hipotetyczny przypadek zakladu ubezpieczen, ktéry sprzedaje jedynie polisy
ubezpieczenia na zycie oraz renty zyciowe za sktadke jednorazowg oraz rozwazono jak zmienia
si¢ aktuarialna warto$¢ biezaca wyptat zakltadu z tytulu §wiadczen wraz ze zmianami

Smiertelnosci. Przedstawiona ponizej tabela przedstawia przykladowe wyniki dla sytuacji



w ktorej dozywotnie polisy ubezpieczenia na zycie z sumg ubezpieczenia 100 000 PLN
sprzedawane sg 40-letnim kobietom, za§ dozywotnie renty zyciowe o rocznej platnosci
10 000 PLN 60-letnim kobietom, intensywno$¢ oprocentowania wynosi 5%, jednorazowa
sktadka ubezpieczeniowa platna z goéry obliczona jest przy uzyciu tablic trwania zycia

opublikowanych przez GUS dla roku 1990, faktyczna $miertelno$¢ ubezpieczonych ksztattuje

si¢ za$ zgodnie z innymi tablicami trwania zycia, przyktadowo dla roku 2000, 2010 1 2016.

Tabela 1: Wrazliwo$¢é wartosci portfela na zmiany tablic trwania zycia — przykladowa analiza dla kobiet

Ubezpieczenie na
zycie

Renta Zyciowa

Portfel

Tablice z roku 1990 —
pobrana skladka

1403 141 498,17 zt

2732005 742,78 zt

4135 147 240,95 zt

Tablice z roku 2000 1290 893 400,99 zt| 2858 966 299,94 zt| 4 149 859 700,93 zt
zmiana procentowa -8,000% 4,647% 0,356%
Tablice z roku 2010 1162 206 986,81 zt| 2997 891 107,28 zt| 4 160 098 094,08 zt
zmiana procentowa -17,171% 9,732% 0,603%
Tablice z roku 2016 1094 084 709,33 zt| 3057 440 148,55 zt| 4 151 524 857,88 zt
Zmiana procentowa -22,026% 11,912% 0,396%

Przeprowadzona analiza pokazuje, ze zmiana tablic trwania zycia z roku 1990 na rok
2016 prowadzi do wzrostu aktuarialnej warto$ci biezacej wyplat z tytutu rent zyciowych
0 11,9% w stosunku do pobranej sktadki oraz spadku aktuarialnej wartosci biezacej wyptat
Z tytulu ubezpieczen na zycie o 22,0% w stosunku do pobranej skitadki. Zgodnie
z oczekiwaniami kierunek zmian jest przeciwny. Zastosowanie metody analitycznej do
optymalizacji struktury portfela ubezpieczeniowego powoduje, ze dla catosci portfela
odchylenie aktuarialnej warto$ci biezacej wyptat od pobranej tacznej sktadki wynosi zaledwie
0,4%. Nie udato si¢ osiaggna¢ idealnego zabezpieczenia przed zmianami $miertelnosci, niemniej
jednak otrzymany wynik §wiadczy o dobrym poziomie immunizacji, co potwierdza postawiong
hipoteze¢ badawcza.

Analogiczne analizy przeprowadzone zostalty dla innych kombinacji wieku

ubezpieczonych oraz dla mezczyzn, prowadzac do podobnych wnioskow.

Porownanie jakosci zabezpieczenia metody analitycznej i podejscia opartego na
duracji

Poréownanie jakosci zabezpieczenia otrzymanego przez zastosowanie metody
analitycznej oraz zastosowanie podejScia opartego na duracji odbylo si¢ poprzez
przeprowadzenie symulacji w oparciu o historyczne zmiany $miertelnosci w Polsce zgodnie

Z tablicami trwania zycia publikowanymi przez Gtowny Urzad Statystyczny. W



skonstruowanym w tym celu modelu rozwazano sytuacj¢ w ktorej zaklad ubezpieczen
dokonuje obliczenia optymalnej struktury portfela w oparciu o tablice trwania zycia dla Polski
z roku 1990 isprzedaje polisy ubezpieczenia na zycie oraz polisy rentowe zgodnie
z wyznaczong strukturg. Rozwazane sg oddzielnie przypadki, gdy ubezpieczonymi s3
me¢zczyzni oraz kobiety (z uwagi na rdznigce si¢ w zaleznosci od ptci wskazniki umieralnosci)
a takze rézne scenariusze wieku ubezpieczonych (od 20 do 80 lat). Daje to tacznie 3721
kombinacji dla m¢zczyzn oraz 3721 kombinacji dla kobiet (61 mozliwych wartosci wieku
ubezpieczonego kupujacego ubezpieczenie na zycie oraz 61 mozliwych wartosci
ubezpieczonego kupujacego polise rentowa). Polisy sa sprzedawane maksymalnie na okres 26
lat, nie dtuzej jednak niz do ukonczenia przez ubezpieczonego 100 lat zycia (okres ochronny
trwa od 1 stycznia 1991 roku do 31 grudnia 2016 roku, chyba ze wcze$niej ubezpieczony
skonczy 100 lat). Podejscie to miato na celu wykorzystanie pelne;j historii tablic trwania zycia
publikowanych przez GUS®. Od ubezpieczonych w modelu pobrano w pierwszym dniu sktadke
jednorazowa obliczong przy uzyciu tablic trwania zycia z roku 1990, w kolejnych latach
$miertelnos$¢ ubezpieczonych ksztattowata si¢ zgodnie z tablicami opublikowanymi przez GUS
dla danego roku i byla r6zna od pierwotnie zalozonej przez zaktad ubezpieczen co prowadzito
do nizszych lub wyzszych wyptat §wiadczen niz zaktadane w momencie obliczenia sktadki. Ze
wzgledu na r6zny charakter produktow ubezpieczeniowych zaktad ubezpieczen osiggal zyski
na umowach ubezpieczenia na zycie (zmniejszanie si¢ wskaznikow umieralnosci w kolejnych
latach przekladato si¢ na nizsze wyptaty swiadczen z tytutu zgonu), lecz generowal straty na
polisach rentowych (wydtuzajace si¢ trwanie Zzycia ubezpieczonych powodowato wydtuzanie
si¢ okresu pobierania $wiadczen rentowych). W tak zbudowanym modelu zatozono dwie
sytuacje: w pierwszej struktura portfela (tj. liczba sprzedanych umoéw ubezpieczenia na zycie
I polis rentowych) okreslona byta za pomoca metody analitycznej, w drugiej zas za pomoca
podejscia opartego na duracji. Model pozwalat wigc na bezposrednie porownanie obu metod
na tle historycznych zmian $miertelnosci w Polsce oraz pozwalal porowna¢ konsekwencje
finansowe dla zaktadu ubezpieczen zastosowania kazdej z tych metod. Dla kazdej kombinacji
wieku ubezpieczonych, oddzielnie w przypadku, gdy ubezpieczonymi sg mezczyzni i kobiety,
obliczono odchylenie warto$ci biezacej tacznych wyptat z tytutu §wiadczen (wyznaczonej przy
uzyciu historycznych tablic trwania zycia) od zakladanej aktuarialnej wartosci biezacej wyplat

uwzglednionej przy kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej. Odchylenia te zaprezentowano na

8 Istniejg dane o dluzszej historii opublikowane na stronie Human Mortality Database (www.mortality.org),
obejmujace okres od roku 1958. W rozprawie doktorskiej postanowiono jednak wykorzysta¢ wytacznie dane
GUS, w celu uzyskania wewngtrznej spojnosci.



http://www.mortality.org/

ponizszych wykresach (wykresy przedstawiaja jedynie wyniki dla kobiet, analiza

przeprowadzona dla me¢zczyzn prowadzi do analogicznych wnioskow):

Rysunek 1. Wrazliwo$¢ wartosci portfela ubezpieczeniowego na zmiany $miertelnosci przy zachowaniu

optymalnej struktury portfela wyznaczonej za pomoca metody analitycznej dla kobiet w
zalezno$ci od wieku
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Rysunek 2. Wrazliwo$¢ wartos$ci portfela ubezpieczeniowego na zmiany $miertelnosci przy zachowaniu

optymalnej struktury portfela wyznaczonej za pomoca podejscia opartego na duracji dla
kobiet w zaleznoSci od wieku
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Na powyzszych wykresach zaznaczono wzglgdne odchylenie wartosci biezacej wyptat
zrealizowanych przez zaktad ubezpieczen od pobranej sktadki przy zalozeniu roéznych
kombinacji wieku ubezpieczonych (wiek 0s6b zawierajacych ubezpieczenie na zycie
uwzgledniony jest na osi pionowej, zas wiek 0sob wykupujacych rente zyciowag uwzgledniony
jest na osi poziomej). Im ciemniejszy kolor tym wieksze odchylenie od zaktadanego poziomu.
Ro6znymi odcieniami koloru czerwonego oznaczono kombinacje dla ktorych warto$¢ biezaca
rzeczywistych wyptat byta nizsza od pobranej sktadki, réznymi odcieniami koloru zielonego
za§ kombinacje dla ktorych warto$¢ biezaca wyptat byla wyzsza od oczekiwanej. Im
ciemniejszy kolor tym wigksze odchylenie, im jasniejszy kolor tym mniejsze odchylenie, a co
za tym idzie lepsze zabezpieczenie portfela przed zmianami intensywnos$ci $miertelnos$ci.
Poréwnanie powyzszych wykresow pozwala stwierdzié, ze zastosowanie metody analitycznej
prowadzi zdecydowanie czesciej do mniejszych odchylen niz zastosowanie podejscia opartego
na duracji (jasny obszar zajmuje wigkszg cze$¢ wykresu). Warto zwroci¢ uwage roOwniez na
podsumowanie wynikow takich jak maksymalne odchylenie in plus, maksymalne odchylenie
in minus czy S$rednie odchylenie (obliczone jako $rednia z 3721 kombinacji wieku)

zaprezentowane w ponizszej tabeli.

Tabela 2: Podsumowanie wrazliwosci portfeli dla metody analitycznej i podej$cia opartego na duracji na
zmiany tablic trwania zycia dla kobiet

Metoda analityczna Podejscie Op.z.lrte na
duracji
Maksymalne odchylenie in minus -10,35% -6,23%
Maksymalne odchylenie in plus 1,79% 4,47%
Srednie odchylenie 2,35% 2,83%
Liczba przypadkéow gdy metoda daje lepszy wynik 2 585 1136

Whprawdzie maksymalne odchylenie in minus jest wyzsze w przypadku zastosowania
metody analitycznej, jednak $rednie odchylenie jest nizsze (2,35% w pordéwnaniu z 2,83%),
ponadto dla 2585 kombinacji wieku ubezpieczonych (co stanowi 69,5% wszystkich
rozpatrywanych kombinacji) metoda analityczna prowadzita do nizszej warto$ci bezwzgledne;j
odchylenia (czyli do lepszego wyniku) niz podej$cie oparte na duracji.

Lepsze zabezpieczenie osiggane przy zastosowaniu metody analitycznej wynika po
czeSci z przyjecia zalozenia o multiplikatywnym charakterze zmian intensywnosci
umieralno$ci w przeciwienstwie do podejscia opartego na duracji zaktadajacego addytywny

charakter zmian. Ponizsza tabela pokazuje, ze dla r6znych grup wickowych wzgledne zmiany
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intensywnosci umieralnosci pomigdzy rokiem 1990 a 2016 sg zblizone, podczas gdy absolutne

zmiany wyraznie rosng wraz z wiekiem

Tabela 3: Wzgledne i absolutne zmiany intensywnos$ci umieralnosci w latach 1990-2016 w zalezno$ci od
wieku dla mezczyzn i kobiet

Wzgledna zmiana intensywnosci Absolutna zmiana intensywnosci
Wiek umieralnosci umieralnosci

Mezczyzni Kobiety Mezczyzni Kobiety
0 -79% -79% -0,0174 -0,0136
10 -63% -73% -0,0002 -0,0002
20 -48% -42% -0,0007 -0,0002
30 -48% -48% -0,0011 -0,0003
40 -50% -53% -0,0025 -0,0010
50 -43% -39% -0,0050 -0,0016
60 -36% -35% -0,0095 -0,0036
70 -37% -45% -0,0197 -0,0127
80 -40% -47% -0,0503 -0,0397
90 -37% -38% -0,1013 -0,0880
100 -37% -36% -0,2212 -0,2028

Otrzymane wyniki potwierdzaja hipotezg, ze metoda analityczna daje lepsza jakos¢

zabezpieczenia przed ryzykiem dtugowiecznosci niz podejScie oparte na duracji.

Porownanie jakosci zabezpieczenia metody analitycznej i modeli prognozujgcych
przyszlg Smiertelnosé

Drugi model symulacyjny mial za zadanie poréwnac jako$¢ zabezpieczenia otrzymang
przy uzyciu metody analitycznej z jakoscig zabezpieczenia uzyskang dzigki zastosowaniu
modeli prognozujacych przyszta smiertelnos¢ (LC 1 CBD). W pierwszym przypadku zaktad
ubezpieczen dokonuje obliczenia optymalnej struktury portfela w oparciu o tablice trwania
zycia dla Polski z roku 2009 i sprzedaje polisy ubezpieczenia na zycie oraz polisy rentowe
zgodnie z wyznaczong strukturg. Podobnie jak w pierwszym modelu rozwazono 3721
mozliwych kombinacji wieku ubezpieczonych oddzielnie dla m¢zczyzn 1 kobiet. Jednorazowa
sktadka ubezpieczeniowa zostala skalkulowana w oparciu o tablice z roku 2009. W drugim
I trzecim przypadku zaktad sprzedaje tylko polisy rentowe, za$ sktadka ubezpieczeniowa
zostata obliczona w oparciu o dynamiczne tablice trwania zycia oszacowane za pomocg modelu
LC (przypadek drugi) lub CBD (przypadek trzeci). Parametry tych modeli zostaty oszacowane
na podstawie historycznych danych o tablicach $miertelnosci w latach 1990-2009. Polisy sa
sprzedawane na okres 7 lat (od 1 stycznia 2010 roku do 31 grudnia 2016 roku). Symulacja

pozwalata wiec na bezposrednie poroéwnanie trzech sposobdéw zabezpieczenia przed ryzykiem
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dlugowiecznos$ci (optymalizacja struktury portfela, wykorzystanie modelu LC oraz
wykorzystanie modelu CBD) na tle historycznych zmian §miertelnosci w Polsce oraz pozwalata
porownac¢ konsekwencje finansowe dla zaktadu ubezpieczen zastosowania kazdej z tych metod.
Dla kazdej kombinacji wieku ubezpieczonych, oddzielnie w przypadku, gdy ubezpieczonymi
sg mezczyzni i kobiety, obliczono odchylenie wartosci biezacej tacznych wyptat z tytulu
swiadczen (wyznaczonej przy uzyciu historycznych tablic trwania zycia) od zakladanej
aktuarialnej wartosci biezacej wyptat uwzglednionej przy kalkulacji sktadki ubezpieczeniowe;.
Podsumowanie wynikow dla kobiet (wyniki dla me¢zczyzn pominieto ze wzgledu na
analogiczny charakter) zawierajg ponizsze wykresy. Z uwagi na fakt, ze w przypadku drugim
I trzecim zaktad sprzedaje jedynie polisy rentowe, wyniki nie sg zalezne od wieku osoby
wykupujacej ubezpieczenie na zycie, przedstawiono je jednak przy zastosowaniu dwoch

wymiarow w celu zachowania spojnosci z pozostatymi wykresami.

Rysunek 3. Wrazliwo$¢ wartosci portfela ubezpieczeniowego na zmiany $miertelnosci przy zachowaniu
optymalnej struktury portfela wyznaczonej za pomoca metody analitycznej dla kobiet w
zalezno$ci od wieku
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Rysunek 4. Wrazliwo$¢ wartosci portfela rentowego na zmiany $miertelnosci przy wykorzystaniu
dynamicznych tablic trwania zycia oszacowanych za pomoca modelu Lee-Cartera dla kobiet
w zaleznoSci od wieku
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Rysunek 5. Wrazliwos¢ wartosci portfela rentowego na zmiany S$miertelnosci przy wykorzystaniu
dynamicznych tablic trwania Zycia oszacowanych za pomocg modelu CBD dla kobiet w
zalezno$ci od wieku
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Analiza wykresow wskazuje na dobrg jako$¢ zabezpieczenia w przypadku metody

analitycznej i modelu LC (brak obszaru ciemnego). Model CBD daje dobre wyniki za
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wyjatkiem sytuacji gdy wiek kobiety wykupujacej rente zyciowag jest bliski 80 lat.
Doktadniejsze wyniki, podobnie jak w poprzednim modelu, zostaly przedstawione
w ponizszych tabelach (w pierwszej tabeli zawarto wyniki analizy wszystkich 3 721
kombinacji wieku ubezpieczonych, w drugiej za$§ ograniczono si¢ tylko do najbardziej
reprezentatywnych przypadkéow, w ktorych wiek osoby dokonujacej zakupu polisy
ubezpieczenia na zycie zawiera si¢ w przedziale od 30 do 60 lat, za§ wiek osoby wykupujace;j

rent¢ zyciowa w przedziale od 50 do 80 lat (tacznie 961 kombinacji).

Tabela 4: Podsumowanie wrazliwosci portfeli na zmiany tablic trwania zycia w analizowanych trzech
przypadkach dla kobiet

Optymalna Model Lee-Cartera Model CBD
struktura
Maksymalne odchylenie in minus -1,21% -0,25% -3,14%
Maksymalne odchylenie in plus 1,10% 0,93% 0,65%
Srednie odchylenie 0,268% 0,273% 0,62%
Lleba _przypadkovx{ gdy metoda 1679 1574 468
daje najlepszy wynik

Tabela 5: Podsumowanie wrazliwo$ci portfeli na zmiany tablic trwania Zycia w analizowanych trzech
przypadkach dla kobiet (przy ograniczeniu do kombinacji w ktorych wiek osoby dokonujacej
zakupu polisy ubezpieczenia na zycie zawiera si¢ w przedziale od 30 do 60 lat za$ wiek osoby
wykupujacej rente zyciowa zawiera si¢ w przedziale od 50 do 80 lat)

Optymalna Model Lee-Cartera Model CBD
struktura
Maksymalne odchylenie in minus -1,04% -0,25% -3,14%
Maksymalne odchylenie in plus 0,89% 0,93% 0,65%
Srednie odchylenie 0,377% 0,381% 0,86%
L1(_:Zba _przypadkovxf gdy metoda 326 396 239
daje najlepszy wynik

Wyniki wskazuja na porownywalng jako$¢ zabezpieczenia uzyskanego za pomoca
optymalizacji struktury portfela przy uzyciu metody analitycznej oraz za pomocg modelu LC.
W obu tabelach srednie odchylenie dla obu metod jest zblizone, za$ liczba kombinacji wieku,
dla ktorych okreslona metoda daje lepszy efekt zabezpieczenia jest nieco wyzsza dla metody
analitycznej, gdy pod uwage brana jest cata proba, oraz wyzsza dla modelu LC po ograniczeniu
si¢ do bardziej reprezentatywnych kombinacji wieku. Na tle tych dwoch metod zdecydowanie
najstabsze wyniki przynosi zastosowanie modelu CBD. Przeprowadzone analizy potwierdzaja
wigc hipoteze badawcza, Ze jako$¢ zabezpieczenia uzyskanego za pomocg optymalizacji
struktury portfela jest poréwnywalna z jakoscig otrzymanag dzigki uzyciu modeli

prognozujacych przyszta Smiertelnosc.
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Praktyczne mozliwosci zastosowania otrzymanych wynikow

Uzyskane wyniki pokazuja, ze metoda analityczna jest dobrym sposobem
zabezpieczajacym przed ryzykiem dlugowiecznosci, a jej jakos$¢ jest poroOwnywalna
Z powszechnie stosowanymi modelami prognostycznymi. Pozostaje jednak problem, ze mimo
iz czeSciowe zabezpieczenie za pomocg metody analitycznej moze wystgpowac samoistnie
w portfelach ubezpieczeniowych sktadajacych si¢ z rent zyciowych i ubezpieczen na zycie, to
jednak nie da si¢ tatwo zmieni¢ struktury portfela ubezpieczeniowego tak, aby byta ona rowna
strukturze wyznaczonej na podstawie optymalizacji w celu uzyskania pelnego zabezpieczenia.
Ze wzgledu na ten problem zastosowanie naturalnej immunizacji pozostaje ograniczone
w praktyce ubezpieczeniowej, niemniej jednak mozna wskaza¢ kilka obszarow w ktorych
nawet czeSciowe zabezpieczenie moze przynosi¢ korzysci dla zaktadu.

Pierwszym obszarem praktycznego zastosowania naturalnej immunizacji jest
taryfikacja produktow. Oczywiscie, jezeli optymalna struktura portfela oszacowana na
podstawie zaprezentowanego modelu wynosi np. 75% ubezpieczen na zycie oraz 25% rent
zyciowych (w ujeciu liczbowym) nie oznacza to, ze zaktad ubezpieczen jest w stanie w krotkim
czasie dostosowac swoja strukture produktow do optymalnego poziomu. Jest jednak w stanie
oszacowa¢ swoja ekspozycje na ryzyko, np. jezeli w portfelu znajduje si¢ wiecej rent
zyciowych 1 mniej ubezpieczen na zycie niz wynika to z optymalnej struktury to spadek
Smiertelno$ci w populacji ubezpieczonych bedzie prowadzit do strat zaktadu, w przeciwnym
przypadku do zyskow. Majac te wiedze zaktad moze oszacowac ile kosztuje go dodatkowe
zabezpieczenie przed ryzykiem dlugowiecznosci (za pomoca dodatkowych instrumentow
finansowych lub po prostu utrzymywania dodatkowego kapitatu na ryzyko) 1 uwzglednic te
wiedz¢ w taryfikacji produktow. Np. w przypadku, gdy w portfelu znajduje si¢ stosunkowo
niewiele polis ubezpieczenia na zycie zaktad moze obnizy¢ sktadki tak, aby zwiekszy¢ popyt
na te ubezpieczenia. Wowczas strata zakladu wynikajaca z obnizenia sktadek moze by¢
przewyzszona przez zysk wynikajacy ze zwigkszonego zabezpieczenia portfela przed ryzykiem
dlugowiecznosci.

Drugim obszarem praktycznego zastosowania naturalnej immunizacji jest szacowanie
jaka cze$¢ portfela jest niezabezpieczona i jakie w zwigzku z tym sg potrzeby dodatkowego
zabezpieczenia np. za pomocg instrumentow finansowych. Zazwyczaj w portfelu zakladow
ubezpieczen na zycie aktywnych na rynku rentowym udziat polis ubezpieczen na Zycie jest
niewystarczajacy do zabezpieczenia catego portfela rentowego przed ryzykiem

dhugowieczno$ci. Nie mozna wowczas mowic o czerpaniu korzysci z petnego zabezpieczenia
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portfela na skutek naturalnej immunizacji. Niemniej jednak zabezpieczenie, przynajmniej
czgsciowe, wystepuje. W przypadku, gdy w portfelu zakladu ubezpieczen znajduje si¢
stosunkowo niewiele polis ubezpieczenia na zycie, zaktad ubezpieczen jest w stanie oszacowac
jaka cze$¢ portfela rent zyciowych jest przez nie zabezpieczona. Oznacza to, ze faktyczna
ekspozycja zakladu na ryzyko dlugowiecznosci jest mniejsza, niz wynikatoby to z analizy
catego portfela rent zyciowych. Zaktad moze wykorzystaé te informacje w przypadku zakupu
dodatkowego zabezpieczenia za pomocg instrumentow finansowych (takich jak obligacje czy
swapy dtugowiecznosci). Poniewaz dodatkowe zabezpieczenie bedzie dotyczyto tylko czesci
portfela (tej, ktora nie jest zabezpieczona za pomoca polis ubezpieczenia na zycie) bedzie ono
tansze niz w ogdlnym przypadku zabezpieczenia catego portfela.

Wreszcie analiza naturalnej immunizacji portfela ubezpieczeniowego moze znalezé
zastosowanie w zarzadzaniu ryzykiem zakladu ubezpieczen, jako ze ryzyko dtugowiecznosci
jest jego nieodzownym elementem. Oczywistym obszarem jej zastosowania moze byc¢
kalkulacja kapitatlowego wymogu wyptacalnosci w systemie Solvency II za pomocg modelu
wewngetrznego. Informacja o tym, ze na skutek naturalnej immunizacji cze$¢ portfela zaktadu
ubezpieczen jest zabezpieczona przed zmianami $miertelnosci, moze zosta¢ uwzglgdniona przy
wyznaczaniu wymogu kapitatlowego z tytutu ryzyka $miertelnosci i dlugowiecznosci. Jako ze
czesciowe zabezpieczenie portfela zmniejsza ekspozycje na ryzyko dlugowiecznosci, prowadzi
to do obnizenia wymogu kapitatowego, co z kolei przektada si¢ na konkretny zysk zaktadu
ubezpieczen. Ponadto wiedza o czgSciowym zabezpieczeniu portfela moze by¢
wykorzystywana w innych obszarach zarzadzania ryzykiem, np. przy okazji analiz apetytu na
ryzyko. Im wigksza czes¢ portfela podlega immunizacji, tym wigcej nowych polis zaktad moze
wystawi¢, aby wcigz miesci¢ si¢ w ramach zaktadanego apetytu na ryzyko. To z kolei prowadzi
do zwigkszenia udzialu w rynku i rowniez do zwigkszenia zysku zaktadu (przy zatozeniu, ze

nowe polisy sa zyskowne).

Podsumowanie

Odnoszac si¢ do hipotez badawczych, postawionych we wstepie mozna stwierdzi¢, ze:
e Przedstawione zostalty dowody, ukazujace korzysci z zastosowania naturalnej
immunizacji portfela ubezpieczeniowego, jak réwniez przyklady praktycznych
zastosowan immunizacji w dziatalnos$ci zakladow ubezpieczen. Zabezpieczenie

przed ryzykiem dlugowiecznosci za pomoca optymalizacji struktury portfela

ubezpieczeniowego istotnie ma miejsce.
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e Metoda analityczna, zaproponowana w rozprawie doktorskiej, daje lepsze
zabezpieczenie w porownaniu z podejSciem opartym na duracji, co wynika
Z przyjecia bardziej realistycznych zatozen i co zostalo potwierdzone analiza
zmian tablic trwania zycia dla Polski publikowanych przez GUS w latach 1990-
2016.

e Efekt zabezpieczenia, uzyskany za pomoca optymalizacji struktury portfela
ubezpieczeniowego przy uzyciu metody analitycznej, jest porownywalny
z efektem zabezpieczenia osigganym poprzez wykorzystanie dynamicznych
tablic trwania zycia oszacowanych na podstawie modelu Lee-Cartera i lepszy

niz w przypadku zastosowania modelu CBD.
Podsumowujac, w rozprawie doktorskiej zaprezentowano nowa metod¢ optymalizacji
struktury portfela ubezpieczeniowego, ktora — jak pokazaly analizy na danych polskich —
przynosi dobra jako$¢ zabezpieczenia przed ryzykiem dhlugowiecznosci i moze by¢, cho¢by

czgsciowo, wykorzystywana w praktycznej dziatalno$ci ubezpieczeniowe;.
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